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Zusammenfassung: Die Methode der kleinsten Qua-
drate zur Anpassung einer Geraden stellt fiir Studie-
rende nicht den natiirlichen Zugang dar. Wir stellen
drei Aufgaben vor, die das Verstdindnis der Studieren-
den erforschen sollen.

1 Einleitung

Eines der Prinzipien beim Lehren und Lernen ist das
Ankniipfen an das Vorwissen der Lernenden (Bransford
et al. 1999). Lehrende, die die Methode der kleinsten
Quadrate zur Bestimmung einer Regressionsgeraden
einfiihren wollen, miissen dabei die Vorstellungen und
Fehlvorstellungen ihrer Studierenden zu diesem The-
ma beriicksichtigen. Wie gehen Studierende vor, wenn
sie aufgefordert werden, eine Gerade zu zeichnen, die
,,am besten zu den Daten passt“? Ahnelt ihr Vorgehen
der Methode der kleinsten Quadrate? Wenn ja, wie

konnen wir darauf aufbauen, um ein tieferes Verstiand-
nis zu erzeugen? Wenn nein, wie steuern wir um und
rechtfertigen die Methode der kleinsten Quadrate?

Wie Lesser (1999a) zeigte, geben nur wenige Lehr-
biicher eine Argumentation fiir das Standardkriterium
zur Anpassung einer Geraden an. (Das Standardkri-
terium minimiert natiirlich den ,,Abstand zwischen
der Geraden und den beobachteten Punkten, gemes-
sen durch die Summe der Quadrate der vertikalen
Abstédnde.) Lesser nennt eine Reihe von alternativen
Abstandsmallen und legt Griinde fiir die Bevorzu-
gung der Summe der Quadrate der vertikalen Abstén-
de dar. Er geht in seiner Diskussion allerdings schon
von dem Ziel aus, einen Abstand zu minimieren.

Im vorliegenden Aufsatz stellen wir drei Aufgaben
vor, die deutlich machen, dass die Abstandsminimie-
rung flir Studierende nicht notwendigerweise das na-
tiirliche Konzept ist. Wenn diese Aufgaben benutzt
werden, um eine Diskussion {iber Anpassungsgera-
den anzuregen, kdnnen sie ein Sprungbrett zu einer
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ergiebigen Diskussion werden und die Vorstellun-
gen der Studierenden verdeutlichen. Die Aufgaben
waren Teil eines einfithrenden Statistik-Kurses von
einer Unterrichtseinheit pro Woche auf dem Niveau
eines 2. Studienjahres an der Texas State University,
einer grofen Universitdt im Stidwesten der Vereinig-
ten Staaten. An dieser Ubung nahmen 18 Studierende
teil, die meisten von thnen waren entweder Horer im
Studiengang Industrielle Technologie oder zukiinf-
tige Mathematiklehrkrifte fiir Mittelschulen. Die
Ubung fand in der Mitte des Semesters statt, nach-
dem die Studierenden in univariate Methoden der
Beschreibenden Statistik, sowohl graphisch als auch
numerisch, und in elementare Wahrscheinlichkeits-
konzepte eingefiihrt wurden. Vor der Bearbeitung der
Aufgaben erhielten die Studierenden eine kurze Ein-
fiihrung in bivariate Daten und die Zielstellung, mit
Hilfe einer Variablen eine Vorhersage fiir die andere
zu treffen. Es wurde auch dargelegt, dass dies durch
eine Gerade erreicht wird, die in das Streudiagramm
(Punktwolke) eingepasst wird.

2 Aufgaben

Die Aufgaben waren in folgenden Kontext eingebet-
tet:

Ein neuerer Aufsatz misst die Zufriedenheit von Perso-
nen in ihrem Beruf mit Hilfe eines Fragebogens, der 14
Fragen enthélt. In der Tabelle 1 bezeichnet y die Punkte
fiir die Zufriedenheit und x das Gehalt in Tausend Dol-
lar fiir eine Stichprobe von 8 vergleichbaren Personen.

x | 3133 22|24 |35]29 |23 |37
y [ 17120 | 13| 15|18 | 17 | 12 | 21

Tab. 1: Grad der Zufriedenheit (y) und Gehalt (x)

Im Zusammenhang mit diesem Beispiel wurden fol-
gende Aufgaben gestellt:

Aufgabe 1: Abbildung 1 zeigt ein Streudiagramm der
Daten. Zeichnen Sie die Gerade in dieses Streudia-
gramm, die am besten zu den Daten passt.
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Abb. 1: Grad der Zufriedenheit (y) und Gehalt (x)
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Aufgabe 2: Welches Kriterium haben Sie benutzt, um
die Gerade festzulegen? Beschreiben Sie, was Sie
gedacht haben, als Sie eine passende Gerade ausge-
wihlt haben.

Aufgabe 3: Zwei Studenten haben unabhéngig von-
einander die ihrer Meinung nach beste Gerade ge-
zeichnet. Die Graphen in Abbildung 2 zeigen ihre
Geraden. Wenn Sie zu entscheiden hatten, welche
der beiden Geraden besser zu den Daten passt, was
wire dann Thre Wahl? Gibt es irgendetwas in diesem
Zusammenhang, was Sie ausrechnen konnten?
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Abb. 2: Anpassungsgeraden zweier Studenten

3 Antworten der Studierenden

Die Antworten auf die erste und zweite Aufgabe wur-
den durch den Lehrer und einen unabhédngigen Wis-
senschaftler in drei groBe Gruppen eingeteilt. Die
erste dieser Gruppen kann als Verallgemeinerung des
Mediankonzepts von Mitte angesehen werden. Acht
Studierende haben sich entschieden, eine Gerade zu
zeichnen, die die Datenpunkte halbiert in dem Sinne,
dass die eine Hélfte oberhalb der Geraden und die an-
dere Hailfte unterhalb der Geraden liegt. Ein Student
schrieb zum Beispiel: ,,Ich versuchte eine Gerade in
der Mitte der Daten zu finden, 1/2 darunter [und] 1/2
dartiber.*

Die zweite Antwortkategorie kann als eine Verall-
gemeinerung des Durchschnittskonzepts von Mitte
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angesehen werden. Ein Student schrieb z. B. ,,Mei-
ne Gerade stellt die Durchschnittspunkte der Mittel-
punkte dar.” Es sieht so aus, als ob sich dieser Student
vorstellt, dass er die Gerade durch die Mittelpunkte
verschiedener Punktgruppen zieht. Dies ist ziemlich
verwandt zur Argumentation fiir die Median-Medi-
an-Gerade (Walters et al. 2006, Wilson 2010). Das
Konzept des Durchschnitts aller Punkte kann als
Ausgangspunkt fiir eine Diskussion der ,kleinsten
Quadrate*“-Geraden benutzt werden. Anhand zahlrei-
cher verschiedener numerischer Beispiele konnen die
Studierenden zu der Vermutung gelangen, dass die
allgemeine ,kleinste Quadrate“-Gerade durch den
Punkt (x, y) verlauft (Vonder Embse 1997). Lesser
(1999b) beschreibt eine Unterrichtsstunde an einer
High-School, in der die Schiiler zunédchst den Punkt
(x, y) einzeichneten und dann den Anstieg der Gera-
den durch diesen Punkt solange variierten, bis sie die
beste Anpassung gefunden hatten.

Die Antworten der dritten Kategorie versuchten den
Trend in den Daten dadurch zu erfassen, dass sie
eine Gerade durch den ersten und letzten Datenpunkt
legten oder ,,eine Gerade, die am néchsten zu allen
Punkten und zum Trend der Daten liegt™ zeichneten.
Die Strategie des Verbindens zweier Punkte erinnert
an die Beobachtung von Hung (1997), dass es im-
mer eine Gerade gibt, die die Summe der absoluten
Abstinde minimiert und durch mindestens zwei ver-
schiedene Datenpunkte verlduft. In der weiteren Dis-
kussion versuchten einige dieser Studenten unter den
moglichen Geraden eine mittlere bzw. unter den mog-
lichen Anstiegen einen mittleren zu finden. Edwards
(2005) empfiehlt, an diese Intuitionen anzukniipfen,
wenn fiir Studienanfianger Methoden der besten An-
passung durch eine Gerade eingefiihrt werden sollen.
Er schldgt als Alternative zur Standardmethode der
;) = n(nz D Geraden
zu betrachten, die durch die moglichen Punktepaare
verlaufen, und fiir die Anpassungsgerade den Median
aller Anstiege und den Median aller Achsenabschnit-
te zu wihlen. Lipovetsky & Conklin (2001) zei-
gen, dass der Anstieg der ,kleinsten Quadrate*-Ge-

raden ein gewichtetes Mittel aus den Anstiegen der

nn-1
( 5 ) ,,Paar“-Geraden ist, wobei die Gewichte

kleinsten Quadrate vor, alle (

durch den ,.Einfluss (leverage)* jedes Punktepaares
gemessen wird. (Der Einfluss wird gemessen als
Abstand der x-Koordinate eines Datenpunkts vom
Durchschnitt aller x-Koordinaten, siche z. B. Bock et
al. (2007, S. 204).)

Eine Schwierigkeit, die mit den Antworten auf Fra-
ge 1 und Frage 2 verbunden ist, besteht darin, dass

Studierende, obwohl sie eine gute Anpassungsgerade
einschitzen konnen, Schwierigkeiten haben, ihr An-
passungskriterium zu operationalisieren. Beispiels-
weise waren Studierende, die ein Median-Kriterium
zur Anpassung verwendeten, nicht in der Lage zu
sagen, warum sie nicht eine waagerechte Gerade ge-
wiahlt haben, bei der die Hélfte der Punkte oberhalb
und die Hailfte der Punkte unterhalb liegt (y = medi-
an der y)). Sie sagten lediglich, dass die waagerech-
te Gerade ,,eben nicht passt”. Bei der Frage 3 hat-
ten die Studierenden zwischen zwei moglicherweise
guten Anpassungsgeraden die bessere auszuwihlen.
AuBlerdem waren sie aufgefordert, dariiber nachzu-
denken, ob sie etwas berechnen kdénnen, um den Un-
terschied zu quantifizieren. Somit zielte die Frage 3
auf ein zweites und oft implizites Ziel beim Anpassen
einer Geraden, ndmlich die Giite der Anpassung zu
messen. Bei dieser Frage wihlten die meisten Stu-
dierenden den linken Graphen. Es {iberrascht nicht,
dass bei vielen Studenten die Begriindung mit ihrer
Antwort auf Frage 2 konsistent war: ,,[linker Graph]:
im wesentlichen drei Punkte oberhalb, drei Punkte
unterhalb, der letzte Punkt ist fast auf der Geraden®;
,.Dichter zur Mitte oder zum Durchschnitt aller Punk-
te“ und ,,Der linke Graph folgt dem Trend der Daten
besser.“. Es tauchte jedoch eine neue Kategorie von
Antworten auf. Obwohl keiner bei der Frage 2 den
Abstand der Punkte zur Geraden erwihnte, bezogen
sich nun vier Studierende auf diesen Abstand. Man-
che sagten, dass die linke Gerade ,,... eine groBere
Nihe zu mehr Punkten hat als die rechte oder ,,weil
die Gerade dichter zur Mehrzahl der Punkte ist“. Ei-
nige wenige Studenten bezogen sich spezifischer auf
die Varianz oder Standardabweichung um die Gera-
de. Fiir die Unterrichtssituation ist die letzte Antwort
besonders wichtig, ermoglicht sie doch den direkten
Ubergang zum Konzept der Minimierung der Summe
der Abweichungsquadrate.

4 Schlussfolgerungen fiir die Lehre

Es ist interessant, dass die ersten Vorstellungen der
Studierenden zur Anpassung einer Geraden an Daten
die Idee der Minimierung der Abstédnde zwischen den
Punkten und der Geraden (auch nur informell) nicht
enthielten. Stattdessen liefen die Anfangsvorstellun-
gen darauf hinaus, die Gerade in die Mitte zu plat-
zieren, sei es so, dass die gleiche Anzahl von Punk-
ten oberhalb und unterhalb der Geraden liegt, sei es
durch einen ,, Mittelwert” der Punkte oder indem man
irgendwie den mittleren Trend der Daten findet. Dies
ermdglicht wichtige Schlussfolgerungen fiir die Leh-
re der ,,kleinsten Quadrate“-Regressionsgeraden. Ers-
tens konnten die Studierenden ohne eine Diskussion
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ihrer natiirlichen Ansétze zu Anpassungsgeraden im
Vergleich zu den mathematischen Standardmethoden
Schwierigkeiten haben, das der Regression zugrun-
de liegende Konzept zu verinnerlichen. Zweitens
konnten die Studierenden ihre Vorstellung von bester
Anpassung fehlerhaft in das Konzept der ,kleinsten
Quadrate“-Methode projizieren. Sie konnten z. B.
denken, dass die ,kleinste Quadrate“-Gerade die
Eigenschaft hat, dass dieselbe Anzahl von Punkten
oberhalb wie unterhalb der Geraden liegt. Oder, dass
ihre Gleichung durch ein einfaches arithmetisches
Mittel der Punkte oder der Anstiege zwischen den
Punkten bestimmt ist. Oder sogar, dass die ,kleinste
Quadrate*“-Geraden etwas mit Parabeln zu tun hat.

Wenn erst einmal die unterschiedlichen Ideen iiber
Anpassungsgeraden in der Gruppe diskutiert worden
sind, kann Ubereinstimmung dariiber erzielt werden,
dass der Abstand zwischen der Geraden und den Be-
obachtungspunkten minimiert werden soll. Aber wie
messen wir den totalen oder mittleren Abstand? An
dieser Stelle konnen die Studierenden mit verschie-
denen Abstandsmallen konfrontiert werden (Lesser
1999a). Wenn sie die Wahl der (Summe der Qua-
drate der) vertikalen Abweichungen akzeptiert ha-
ben, konnen die Studierenden Software nutzen, um
die Summe der Quadrate zu visualisieren (NCTM
n. d.; siche auch die applets in Bush et al. 2009, z. B.
http://hadm.sph.sc.edu/COURSES/J716/demos/
LeastSquares/LeastSquaresDemo.html)'.

Anmerkung
1 Zugriff der Ubersetzerin am 04.11.2011
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